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Blatt 3 – Lösungsversuch (Abgabe bis 17.11.03)

Schriftliche Aufgabe S-13

Das Problem, für eine gegebene Zahl zu entscheiden, ob sie vollkommen ist oder nicht, lässt sich nicht durch einfache Rekursion lösen. Zwischen den Rekursionsschritten müssen nämlich verschiedene Informationen weitergegeben werden.

Durch Verwendung imperativer Programmierung (Zählschleife), Aufaddierung der als "echten Teiler" erkannten Zahlen in einer Variable und anschließendem Vergleich gemäß den Vorschriften der Vollkommenheit ließe sich auch eine nicht-rekursive Funktion angeben.

Der hier vorgestellte Algorithmus bedient sich jedoch der Rekursion. Gegenüber einer einfachen rekursiven Funktion besteht hier der Unterschied, dass die Werte des aktuell bearbeiteten (potentiellen) Teilers und der aktuellen Summe der bisher gefundenen echten Teiler von Rekursionsschritt zu Rekursionsschritt ständig als Argumente mit übergeben werden.

Ein sinnvoller initialer Aufruf der Funktion wäre isVollkommenRek (Zahl, Zahl, 0). Für mehr "Komfort" könnte mit einer User-Function gesorgt werden, die nur die Zahl als relevantes Argument erwartet, die anderen Argumente selbst ergänzt und damit die rekursive Funktion aufruft.

algorithm isVollkommenRek


input  Zahl, aktTeiler, aktSumme
: nat


output




: bool


result Entscheidet, ob Zahl vollkommen ist (mit Rekursion).


begin


if (aktTeiler == 1) then
/* Terminierung der Rekursion   */




if (Zahl – 1 == aktSumme) then TRUE




else FALSE



else



/* weitere Teiler zu bearbeiten */




if ((Zahl mod aktTeiler == 0) ( (Zahl ( aktTeiler)) then

/* aktTeiler ist Teiler von Zahl

     */

isVollkommenRek (Zahl, aktTeiler-1,

  aktSumme+aktTeiler)


else



/* aktTeiler ist kein Teiler von Zahl        */



isVollkommenRek (Zahl, aktTeiler-1, aktSumme)


end
Z. B. in OCAML:

let rec isvk (zahl, aktTeiler, aktSumme) =
  if (aktTeiler = 1) then
  
if (zahl - 1 = aktSumme) then true
  
else false
  else
  
if ((zahl mod aktTeiler = 0) && (zahl <> aktTeiler)) then
  

isvk (zahl, (aktTeiler-1), (aktSumme+aktTeiler))
  
else
  

isvk (zahl, (aktTeiler-1), aktSumme);;
let userfunc (zahl) =
  isvk (zahl, zahl, 0);;
Schriftliche Aufgabe S-14
a)
(0)
m(1) = 2 (log2(1)(+1 – 1 =  20+1 – 1 = 2 – 1 = 1

( m(1) = 1



Vorüberlegungen:

(1)
Für alle n > 1 ist
log2(n) > 0

(gemäß Definition des Logarithmus)

(2)
Damit ist
(log2(n)( + 1 ≥ 2

(wegen der Obergrenze)

(3)
und

2 (log2(n)(+1 ≥ 4

(Folgerung aus (1))

(4)
Zu zeigen:
2 (log2(n)(+1 > n + 1



Vollständiger Beweis:

[image: image1.wmf]
(1) - (4)
Insgesamt ist m(n) > 1 für alle n > 1.

b)
m errechnet sich vereinfacht ausgedrückt aus


m (Zahl) = Übernächste Zweierpotenz – Zahl
(z.B. n = 12, m = 32 – 12 = 20)

Daran lässt sich erkennen, dass m und f nur innerhalb des Bereiches zwischen einzelnen Zweierpotenzen „gerichtete“ Zahlenreihen bilden:


	n
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	m
	1
	2
	5
	4
	11
	10
	9
	8
	23
	22
	21
	20
	19
	18
	17
	16



Ablaufbeispiel:
n: 14 – 15 – 16 – 4 – 2 – 1

m: 18 – 17 – 16 – 4 – 2 – 1

Insgesamt sind aber die Werte für m in den kleineren Bereichen (z. B. 5..8) kleiner als die in den größeren Bereichen (z. B. 9..16).

„Auf der Suche“ nach der nächsten Zweierpotenz (zahlenmäßig nach oben) erfüllt die Abstiegsfunktion ihren Dienst, da die Werte immer kleiner werden (s. Pfeile nach rechts).

Ist die nächste Zweierpotenz gefunden, erfolgt ein „Sprung“ in einen kleineren Bereich, wo die Werte der Abstiegsfunktion schon von Haus aus kleiner sind (s. Pfeile nach links). Auch hier sind die Bedingungen an eine Abstiegsfunktion also erfüllt.

Dieses sprunghafte Verhalten endet erst mit dem finalen Sprung in den Bereich der einsamen Zahl 1, der zur Terminierung der Rekursion führt.

Es ist also stets sichergestellt: m(n’) < m(n).

Schriftliche Aufgabe S-15
int funct (int n, int m) {

        if (n == m) return (n);

        else return (funct (n, floor ((n+m)/2)) * funct (floor ((n+m)/2+1), m));

}

n / m (Beispiele)




10 / 13
1 / 1 :: 1
(per def.)


1 / 2 :: 2
(1*2=2)


10/11

    *

12/13

1 / 3 :: 6
(2*3=6)

1 / 4 :: 24 (6*4=24)
10/10
   *
11/11         *
12/12
    *
13/13

1 / 5 :: 120 (24*5=120)

1 / 6 :: 720 (120*6=720)

Jeder Funktionswert ergibt sich aus m * f (n, m-1), wobei für n = m der Funktionswert per definitionem n ist (Terminierung der Rekursion, allgemeine Voraussetzung m ( n).

Die Rekursion endet damit also nach m – n Schritten. Da sich m immer mehr n annähert, wird diese Differenz stetig kleiner. Bei m = n ist die Differenz 0 und es findet kein rekursiver Aufruf mehr statt.

Mit diesen Feststellungen lässt sich nun auch eine geeignete Abstiegsfunktion angeben:

M (n, m) = (m – n)
Übrigens lässt sich wegen des ständigen multiplikativen Rückgriffs auf die Vorfolgerfunktion alternativ auch eine nicht-rekursive Aussage über den Funktionswert an einer Stelle (n, m) treffen: Er ergibt sich stets zu m! / (n – 1)! Dieser Umstand rechtfertigt abermals die Korrektheit von M.
Schriftliche Aufgabe S-16

a)
function (f) f (0)


function:
(int ( 'a) ( 'a

Die übergebene Funktion f wird einmalig mit dem Argument 0 (vom Typ int) aufgerufen.

b)
function (f, x) f (x)


function:
('a ( 'b) ( 'a ( 'b

Die übergebene Funktion f wird einmalig mit dem übergebenen Argument x (Typ muss zur Funktionsdeklaration von f passen) aufgerufen.

c)
function (f, n) f n (0)


function:
(int ( 'a) ( int ( 'a

Die übergebene Funktion f wird n-mal (wobei n vom Typ int) mit dem Argument 0 (vom Typ int) aufgerufen.

d)
function (f, n, x) f n (0, x)


function:
(int ( 'a ( 'b) ( int ( 'a ( b

Die übergebene Funktion f wird n-mal (wobei n vom Typ int) mit den Argumenten 0 (vom Typ int) und x (Typ muss zur Funktionsdeklaration von f passen) aufgerufen.

Der Rückgabewert der function selbst ist jeweils der Rückgabewert der Funktion f (Typvariable). Der Typ des Rückgabewerts ist aus den gegebenen Ausdrücken nicht ersichtlich, sondern wird in der Deklaration der Funktion f festgelegt.

(






